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Introdugio
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Dados de contagens

Alguns exemplos de problemas envolvendo contagens:

» Numero de acidentes em uma rodovia por semana;

» Numero de automéveis vendidos por dia;

» Numero de gols marcados por times de futebol por partida;
» Numero de falhas por metro de fio de cobre produzido;

v

Ntmero de coldnias de bactérias por 0, 01mm? de uma dada cultura...
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Modelos probabilisticos para dados de contagens

» Modelos probabilisticos para varidveis aleatérias discretas, com suporte no conjunto de
numeros inteiros ndo-negativos, sdo potenciais candidatos para a andlise de dados de
contagens.

» Algumas alternativas: Distribui¢do Binomial, Poisson e generalizag¢des; distribui¢des geradas
por misturas, como a beta-binomial, binomial negativa; distribui¢des fundamentadas na
modelagem do tempo entre eventos, na razdo de probabilidades sucessivas...
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Regressdo para dados de contagens

» Modelos de regressdo sdo utilizados para modelar a distribuigdo de uma variavel aleatéria Y
condicional aos valores de um conjunto de varidveis explicativas x1, x2, ..., Xp.

» Métodos para inferéncia e modelos de regressao para dados de contagem estdo bem aquém,
em quantidade e diversidade, em relagdo ao verificado para dados continuos.

» A aplicacdo de modelos de regressdo com erros normais na anélise de contagens, embora
frequente, em geral é desaconselhavel.
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Regressdao com erros normais na andlise de dados de contagens

» O modelo linear com erros normais nio considera a natureza discreta dos dados;
» Associa probabilidade nula a qualquer possivel contagem;

» Admite probabilidades ndo nulas a valores negativos da variavel;
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Regressdao com erros normais na andlise de dados de contagens

» O uso de transformagoes dificulta a interpretagdo dos resultados;
» O uso da transformacdo logaritmica apresenta problemas para contagens iguais a zero;

» Nado se contempla a relagdo ndo constante entre variancia e média, caracteristica de dados de
contagens.
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delo de Poisson
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Modelo de Poisson
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A distribui¢ao de Poisson

» A distribuigdo de Poisson é a principal referéncia para a andlise de dados de contagens.

» Funcdo de probabilidades:

e~k

P(Y=k =",

k=0,1,2,..;A > 0.

> Se os eventos sob contagem ocorrem independentemente e sujeitos a uma taxa constante
A > 0, sob o modelo Poisson, para um intervalo de exposi¢do de tamanho ¢ tem-se:

—At k
P(Y;=k) = # k=0,1,2,...
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Modelo de Poisson

Propriedades da distribuicao de Poisson

Dentre as principais propriedades da distribui¢do de Poisson, tem-se:
» Média: E(Y) = A;
» Variancia: Var(Y) = A (equidispersao);

» Razdo de probabilidades sucessivas: % = %, gerando a relagdo de recorréncia:

P(Y = Kk = P(Y = k — 1)A;

» Se Y1,Ys, ..., Yy sdo v.a.s independentes com Y; ~ Poisson(A;), e Y A; < oo, entdo
Y. Y; ~ Poisson(}_ A;).
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Distribuicao Poisson para diferentes valores de A
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Figura : Distribui¢ao de Poisson para diferentes valores de A
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Motivacgdes para a distribuicdao de Poisson

» Caso limite da distribui¢do binomial(n, 71) quando n — o0 e T — 0, fixado A = n7, ou seja:

n\ [ A\F ANK] e ANk
lim ) (1-2 - .
n—oor—0 | \ k n n k!

» Resultado do processo estocastico de Poisson, em que os eventos contados ocorrem
aleatoriamente ao longo do tempo, espaco,...
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Motivagdes para a distribuicao de Poisson

» Se o tempo decorrido entre sucessivos eventos é uma varidvel aleatéria com distribui¢do
exponencial de média y = 1/A, entdo o niimero de eventos ocorridos em um intervalo t de
tempo tem distribuicao de Poisson com média At.

> A dualidade entre as distribui¢des Poisson e exponencial implica que a taxa de ocorréncia do
evento, definida por:

A(t) = Tim P {evento ocorrer em (t, f + At)},
At—0 At

dado que o evento ndo ocorreu até o tempo ¢, é constante para todo t > 0.
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Diferentes comportamentos para A(t)

Comportamento da taxa
Decrescente

Crescente
Constante
Banbheir;

t
Figura : Diferentes comportamentos para A(f)
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O processo de Poisson

O Processo de Poisson configura um processo de contagem em que Y (t),t > 0, representa o
numero de eventos que ocorrem até t, satisfazendo:

@ Y(t) é inteiro e ndo negativo;
@ Paras <t Y(s) <Y(t);
@ Y(t) — Y(s) é o numero de eventos que ocorrem no intervalo (s, t];

@ O processo é estaciondrio:

Y(ta+5) — Y(t +35) % Y(t2) — Y(t1),¥s > 0

@ O processo tem incrementos independentes, ou seja, os ntimeros de eventos verificados em
intervalos disjuntos sdo independentes.
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Modelo de Poisson

Diferentes padrdes em processos de contagens
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Regressao Poisson

» O modelo de regressdo Poisson (ou modelo log linear de Poisson) é o mais usado para a
andlise de dados de contagens.

» A regressdo Poisson baseia-se nos pressupostos inerentes ao processo e a distribuicdo de
Poisson.

» Caso tais pressupostos ndo sejam atendidos, a regressdo Poisson ainda pode ser uma
alternativa apropriada, desde que usada com os cuidados necessérios.
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Regressdo Poisson - Especificacdo do modelo

» Sejam Y1, Y, ..., Y, varidveis aleatérias condicionalmente independentes, dado o vetor de
covariaveis x;' = (xi1, Xj, ., xip),z' =1,2,..,n. Aregressdo Poisson é definida pela
distribuicédo de Poisson:

e Hi(y: Vi
fyilxi) = %l) y=0,1,2,..,
!

sendo as covariaveis inseridas ao modelo por:

In(p;) = xiB,

em que B é o vetor de pardmetros de regresséo.
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Regressdo Poisson - Propriedades

¢~ PP exp (2] )

- flyla) = e
> Elyilxi] = i = exp (x}B)

> Var [yilxi] = ui = exp (x}B).
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Regressao Poisson - Estimacao por maxima verossimilhanca

Para a regressdo Poisson:

» Log-verossimilhanga: () = Y"1 {yixB —exp (x/B)} — In(y;!));

> Vetir escore: S(B) = 2BY) — v (. — exp(x!B))xi;
0B i=1\Y p(x;

» Matriz Informagao: I(B) = LI pixix; = exp (x}B)xix};

> Distribuicdo assintética: § ~ N (ﬁ, [T pixix]] _1) .
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Regressdo Poisson - Modelo Linear Generalizado

A Regressdo Poisson é um caso particular dos Modelos Lineares Generalizados (MLG). Algumas
propriedades dessa classe de modelos:

» Os estimadores sdo consistentes ainda que a distribuicao especificada seja incorreta, mas
desde que a média condicional de Y seja declarada corretamente;

> Os erros padrdes, intervalos de confianga e testes de hipdteses, no entanto, ficam
comprometidos;
> O ajuste de um MLG requer apenas a especificagdo:
» Da esperanga de Y condicional as covariaveis, mediante especificagdo do preditor linear e da
fungéo de ligagéo;
» Da variancia condicional, mediante especificagdo da fungéo de variancia V(u), possivel inclusdo do

parametro de dispersdo (¢), ou sua estimagéo por métodos robustos (abordagem de
Quase-Verossimilhanga).
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Estudos de caso

Vignette vo1_poisson.html
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Estimacido via Quase-Verossimilhanca

3
Estimacao via
Quase-Verossimilhanga
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Regressao Poisson - Quase-Verossimilhanca

» Para o ajuste de um modelo alternativo via Quase-Verossimilhanga, definimos:

g(E(vilxi)) = x{B;

Var(yilxi) = ¢V (ui)-
> A obtencdo dos estimadores se dd pela maximizacado da funcdo de quase-verossimilhanga:

H

Q(‘M) = ¢V(t) dt

» As fungoes de quase-verossimilhanga, quase-escore e quase-informagao compartilham
propriedades comuns as correspondentes fun¢des no caso paramétrico, para MLGs.
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Estimacao via Quase-Verossimilhanca

» Distribuicado assintética:

Bor ~ N(B,Var(Bor))

» Para o modelo Quase-Poisson, assume-se:

In(E(yi|x;)) = x;B;
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Estimacao via Quase Verossimilhanc¢a

» A matriz de covariancias assint6tica para By fica dada por:

-1 -1
n n n

Var(Bor) = [Z x,-x,'-yi] ) xixjw; [Z x,-x,'-yi] ,
i=1 i=1 i=1

com 1; = exp(xB) e w; = Var(yilx:).

» Podemos considerar w; = V (y;; ¢), como w; = ¢p;, w; = pu? ou, simplesmente, o estimador
robusto, baseado em w; = (y; — p;)>.
» Um estimador para ¢:

1

_ Z (yz 7/‘1

n_pll
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Estudos de caso

Vignette Ovelhas.html
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Modelo Binomial Negativa

4
Modelo Binomial Negativa
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Distribuicao binomial negativa

v

Funcéo de probabilidades:

. T(a+k) A \F v ", .
P(Y_k)_r(kJrl)F(oc) (A+“> (A+“> ,k=0,1,2,..;00 >0,A >0

v

Propriedades:

E(Y)=A; Var(Y)=A+a"'A?

» Assim, para qualquer a > 0, temos Var(Y) > A.

v

A distribui¢ao binomial negativa tem como caso limite distribui¢dao Poisson, quando o — oo.
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Distribuicao binomial negativa

» Uma parametrizagdo alternativa:

P(Y = k) = <rﬁzl) (1—p)ph, k=012

sendor=aep=A/(A+a),com0<p<ler>0.

» Modelagem do ntiimero de "sucessos"até o r-ésimo "fracasso"(r = 1,2,3, ...), configurando uma
generalizacdo da distribui¢do geométrica (para r = 1).

» Modelagem de alguns tipos de processos pontuais envolvendo contégio.
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Distribuicao binomial negativa

» A principal motivagdo para a distribuigdo binomial negativa baseia-se num processo de
contagem heterogéneo, em que Y ~ Poisson(0) e 6 tem distribui¢do Gama(w, ) :

g(6;a,B) = %9“‘%‘“’, a,B,v>0,
com E(0) = 6 = a/p e variancia Var () = a/B>.

» Como resultado, temos uma mistura Poisson-Gamma, resultando, marginalmente (em relacdo
a 0), na distribuigdo binomial negativa.
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Distribuicao binomial negativa para diferentes parametros

Distribuicdo Binomial Negativa vs Poisson
Distribuicao

Binomial negativa Poisson I
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0.25 —| =
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Figura : Distribuigdo binomial negativa para A = 2 e diferentes valores de «.
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Distribuicao binomial negativa

» O modelo de regressdo com resposta binomial negativa pode ser especificado fazendo

E(ylx) = exp(x'B).

» Para valores fixados de «, a distribuicdo binomial negativa fica expressa na forma da familia
exponencial linear, contemplada pela teoria de MLG.

» A estimacdo dos parametros do modelo se d4 numericamente, segundo um algoritmo em
duas etapas, em que « e B sdo estimados condicionalmente até convergéncia.
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Estudos de caso

Vignette Sinistros.html

Walmes Zeviani, Eduardo Jr & Cesar Taconeli Modelos de Regressdo para Dados de Contagem com R Slide 36



Modelos para Excesso de Zeros

5
Modelos para Excesso de Zeros
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Excesso de Zeros

» Casos em que a propor¢do de valores nulos na amostra é superior aquela estimada por um
modelo de contagem. No caso Poisson e~

» Geralmente contagens com um nimero excessivo de valores nulos apresentam
superdispersdo (ocasionada pelo excesso de zeros).

» Os modelos mais flexiveis abordados ndo capturam esse excesso de zeros e ndo se ajustam
adequadamente.
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Excesso de Zeros
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Gerador de excesso de zeros

» Uma limitacdo das abordagens estudadas é que as contagens nulas e ndo nulas sdo
provenientes do mesmo processo gerador dos dados.

» Para dados com excesso de zeros, é razoavel a suposi¢ao da haver mais de um processo
gerador atuando na geracdo dos dados.

> Assim a ocorréncia de valores nulos podem ser caracterizada como:

> zeros amostrais: Ocorrem segundo um processo gerador de contagens (e.g Processo Poisson)
> zeros estruturais: Auséncia de determinada caracteristica da populagao.
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Gerador de excesso de zeros

Exemplo. Um estudo que visa avaliar a quantidade de produtos comprados em um mercado por
uma familia na tltima semana. A varidvel de interesse é o ntiimero de itens comprados.

zeros estruturais: Se a familia ndo foi ao mercado na dltima semana. Inevitavelmente o ntimero de
produtos sera 0.
zeros amostrais: A familia foi ao mercado, porém ndo adquiriu nenhum produto.
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Modelando contagens com excesso de zeros

Como hé dois processos que geram os valores da populacdo, na modelagem deve-se considerar
ambos. As principais abordagens nestes casos sdo via:

» Modelos de barreira (Hurdle Models): que desconsidera os zeros amostrais e modela os zeros
estruturais e as contagens positivas (segdo 1); e

» Modelos de mistura (Zero Inflated Models): que modela os zeros (estruturais e amostrais) em
conjunto com as contagens positivas (2).
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Modelos para Excesso de Zeros Modelos de Barreira Hurdle

51

Modelos para Excesso de Zeros

Modelos de Barreira Hurdle
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Modelos Hurdle

v

A variavel de interesse é particionada em contagens nulas e ndo nulas;

v

Consideram somente os zeros estruturais;

v

Sao chamados também de modelos condicionais, hierdrquicos ou de duas partes;

v

Esta abordagem combina um modelo de contagem truncado a esquerda do ponto y = 1 e um
modelo censurado a direita no mesmo pontoy =1
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______________________ ModelosparaExcessode Zeros JRUEEELEEILi i ILE
Modelos Hurdle

Distribuigdo de probabilidades
£:(0) se y=0,

1= O) T D sey=12,.

em que f, é uma fungdo de probabilidades degenerada no ponto 0 e f. um funcéo de
probabilidades de uma variavel Y*, como a Poisson.

Pr(Y =y) =

Momentos da distribui¢ao

Média Variincia

E(Y) — E(Y*)(l _fZ(O)) V(Y) — 1 _fZ(0> E(Y*) (1 _fZ(O))

1-f(Y=0) 1—fe(Y=0)

1-f(Y=0)
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Distribuicao Hurdle

v

f» é uma fungdo de probabilidades

|
degenerada no ponto y = 0, ou 0.25 -
seja, tem toda massa no ponto 0. _ 1
. 0.20 —_— f L
> fc é uma fungdo de probabilidades ¢
tradicional, que no modelo é = 015 -
truncadaemy = 1. >”_
» Os modelos de barreira combinam & %0 7 i
f» e f. para descrever Y 0.05 L
» Para a parte positiva os dados I
ainda podem apresentar sub, 000 34—+ ¥+ ! T > r
superdispersdo ou excesso de 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valores em outro ponto.
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Combina¢des comuns

Pode-se propor diferentes distribui¢des para f, e f.. Uma escolha natural para f, é a Bernoulli e
para f. a Poisson. Assim

1—7m se y=0,

- Ply=y= n( eV
yX(

f= ~ Bernoulli()
Tg_/\)) se y=1,2,...

fe ~ Poisson(A)

Embora essa escolha de modelo seja o que tem o maior suporte computacional, ressalta-se que
outras distribui¢des podem ser escolhidas para ambas as partes f; e f..
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Modelos de regressao Hurdle

v

Incorporando covaridveis em f; e f, na forma h(Zvy) e g(Xp), respectivamente.

v

As fungdes h(.) e g(.), sdo as fungdes de ligagdo escolhidas conforme modelos f; e f..

v

O modelo de regressdo Hurdle terd, portanto, os vetores de parametros §, y e potencialmente
¢ (caso um modelo com parametro de dispersdo for considerado)

v

Se os modelos para f; e f; e as respectivas matrizes Z e X forem as mesmas, o teste Hy : § = 7y
avalia a a necessidade do modelo Hurdle.
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Modelos de regressao Hurdle

Funcgéo de verossimilhanca

n

L(&y) = H(l —1) (f5(0)) -
4 fe:(yi)
1— £.(0)) | L9
z‘=1]1 <( f(0) (1 — f¢;(0)

)

v

Funcdo de log-verossimilhanca

1By) = Y. (1 - 1) (log(£= (0))) +

i=1

Y1 (log(1 — £,,(0)) + log(fy, (%)) — log(1 — £,,(0)))

i=1

o

Sendo 1 a fungéo indicadora que assume o valor 1seyy > 0 e 8, v e ¢, se houver). 0sey =0ef o

vetor de parametros do modelo.
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Modelos Hurdle no R

Neste minicurso utilizaremos principalmente pacote o pscl (Political Science Computational
Laboratory, Stanford University)

library(pscl)
hurdle(y ~ fc_preditor | fz_preditor, dist = "poisson”, zero.dist = "poisson”)
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Modelos Hurdle no R

Um outro pacote que proporciona diversas funcdes e podemos adaptar para o ajuste desses
modelos é o VGAM (Vector Generalized Linear and Additive Models)

library(VGAM)
vglm(y ~ preditor, family = zapoisson)

## ou ajustando as partes
vglm(y ~ fc_preditor, family = pospoisson, data = subset(data, y > 0))
vglm(SurvS4(cy, st) ~ fz_preditor, cens.poisson,

data = transform(data, cy = pmin(1, y), st = ifelse(y >= 1, 0, 1))
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JUCLRGERE R SR LAl Modelos de Mistura (Zero Inflated)

52

Modelos para Excesso de Zeros

Modelos de Mistura (Zero Inflated)
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelo Zero Inflated

\4

Consideram uma mistura de modelos;

v

Os zeros agora sdo caracterizados em amostrais e estruturais;

v

H4 contribuigdo para estimagdo da probabilidade em zero de duas fungdes de probabilidade;

v

Sdo chamados de modelos de mistura ou inflacionados de zero (Z1);

v

Esta abordagem “mistura” um modelo de contagem sem restri¢gdo e um modelo censurado a
direita no ponto y = 1.
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Modeloside Mistusa (Zero Tnflated)
Modelo Zero Inflated

Distribuicdo de probabilidades

Pr(Y =y) = {fz(0)+ (1-£(0)fe(Y=y) sey=0,

(1-£0)fe(Y =y) sey=1,2,... |
Momentos da distribuicao
Média Varidncia
E(Y) = (1- fz(0)E(Y") V(Y) = (1= £(0)E(Y)[E(Y*?) = (1 - £(0)E2(Y")]
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Distribuicao Zero Inflated

> f, é uma funcio de probabilidades 0.25 — NI I Y T R Y Y
degenerada no ponto y = 0, ou ' £
. z
seja, tem toda massa no ponto 0. 0.20 f.
> fc é uma funcdo de probabilidades
para dados de contagem. o 015 7 B
» Os modelos de mistura misturam % 0.10 4 L
f2 e f. para descrever Y
» Para a parte f. os dados ainda 005 7 B
podem apresentar sub, 0.00 I b o o o L
superdispersdo ou excesso de T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valores em outro ponto.
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JUCLRGERE R SR LAl Modelos de Mistura (Zero Inflated)
Misturas comuns

Pode-se propor diferentes distribui¢des para f, e f.. Uma escolha natural para f, é a Bernoulli e
para f. a Poisson. Assim

1—7)+me ™ se =0,
( y

= PY=y)= n(ﬂ_}ﬂ)
y!

f= ~ Bernoulli()

fe ~ Poisson(A) sey=12,...

Embora essa escolha de modelo seja o que tem o maior suporte computacional, ressalta-se que
outras distribui¢des podem ser escolhidas para ambas as partes f; e fc.
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos de regressao Zero Inflated

» Incorporando covaridveis em f e f. na forma h(Zvy) e g(XpB), respectivamente.

v

As fungdes h(.) e g(.), sdo as fungdes de ligagdo escolhidas conforme modelos f e f..

v

O modelo de regressdo Hurdle terd, portanto, os vetores de parametros f, y e potencialmente
¢ (caso um modelo com parametro de dispersdo for considerado)

» Como agora sdao modelos misturados a comparacéo entre § e y ndo tem a mesma
interpretabilidade.

v

Para comparagdo de modelos tradicionais contra os modelos de mistura, o teste de Vuong
para modelos ndo aninhados pode ser aplicado.
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos de regressao Zero Inflated

Funcéo de verossimilhanga Fungdo de log-verossimilhanga

:m £ (0)) e (1)) 18y) = . 1 (log(1 — £-,(0)) +log(f.)) +

=1

n

[T —=1) (f2(0) + (1= £,(0)) £ (0)) Z(l — 1) (log(f%(0) + (1 = f2,(0))f;(0)))
i=1

i=1

Sendo 1 a fungéo indicadora que assume o valor 1 sey > 0 e 0 se y = 0 e @ o vetor de parametros
do modelo ( B, 7y e ¢, se houver).
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos Zero Inflated no R

Usando o pscl (Political Science Computational Laboratory, Stanford University)

library(pscl)
zeroinfl(y ~ fc_preditor | fz_preditor, dist = "poisson”, link = "logit")

Usando o VGAM (Vector Generalized Linear and Additive Models)

library(VGAM)
vglm(y ~ preditor, family = zipoisson)
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Estudos de caso

Vignette vo7_excesso-zeros.html
peixe : ndmero de peixes capturados por grupos em um parque estadual
sinistros : ntimero de sinistros em uma seguradora de automoéveis
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Modelos Paramétricos Alternativos

6

Modelos Paramétricos
Alternativos
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Poisson-Generalizada

6.1

Modelos Paramétricos Alternqtivos
Modelo Poisson-Generalizada
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A distribuicao de probabilidade

> Introduzida por [9] e estudada em detalhes por [10]

» Modela casos de superdispersdo e subdispersao.

» A Poisson é um caso particular.

» Se Y ~ Poisson Generalizada, sua fungdo de probabilidade é

e+ yy)texp{—(0+7y)}, y=012,...
f) = {O, y > m quando ¢y < 0.
» 6 >0.
» max{—1,—-0/m} <y < 1.
» m é maior inteiro positivo para o qual 8 + my > 0 quando <y é negativo.
» Note que o espago paramétrico de -y é dependente do pardmetro 6.
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Propriedades da Poisson Generalizada

Meédia e variancia
» E(Y)=0(1—9)"L
» V(Y)=0(1—9)73
Relagdo média-variancia
» Superdispersa se y > 0.
» Subdispersa se ¥ < 0.

Quando y = 0 a Poisson Generalizada reduz a distribui¢do Poisson e, portanto, apresenta
equidispersdo.
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Parametrizacao de média para modelo de regressao

Defina
A A

9214—04/\’ T
Ao substituir na func¢do densidade, tem-se

0= () S p (a0

v

E(y) =2,
V(y) = A(1+ar)2
Superdispersa se & > 0,

v

v

v

Subdispersa se & < 0.

v

Poisson se « = 0.
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Restri¢cOes no espaco paramétrico

> A>0.
> 1+aA >0.
» 1+ay > 0.

Considerando uma amostra aleteatéria de y; e valores conhecidos de A;, i = 1,2, .. ., as restri¢gdes
combinadas sobre & resultam em

-1 -1
max(y;)’ max (1)

a > min{ }, quando a < 0. 1)
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Funcao de log-verossimilhanca

Considerando uma amostra aleatéria y;,i = 1,2,...,1, a verossimilhanga é

oy T (A A tay)y ! L (+ay)
L(y,A,tx)—lI1<1+aA) i exp{ (1_'_“/\)} )
A funcdo de log-verossimilhanga é
1 i
Ly M, ) 2 yiln(A) —In(1+aA) + (y; — 1) In(1 +ay) — Aw —In(y,!) (3)

(14+aA)
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Implementacdo da log-verossimilhanca

## library(MRDCr)
devtools: :load_all()

11pgnz

## function(params, y, X, offset = NULL) {

Hit # params: vetor de parametros;

## #  params[1]: parametro de dispersdo (alpha);
## # params[-1]: parametro de locacao (lambda);
## # y: variavel resposta (contagem);

## # X: matriz do modelo linear;

## # offset: tamanho do dominio onde y foi medido (exposicdo);
#it it it e

Hit if (is.null(offset)) {

## offset <- 1L

#H }

it alpha <- params[1]
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Poisson-Generalizada
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y
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Estudos de caso

poisson_generalizada.html
soja : Numero de vagens, de grdos e de graos por vagem.
capdesfo : Numero de capulhos produzidos em algodao.
nematoide : Ndmero de nematoides em raizes de linhagens de feijoeiro.
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson

6.2

Modelos Paramétricos Alternativos

Modelo COM-Poisson
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Distribui¢ao COM-Poisson

» Nome COM-Poisson, advém de seus autores COnway e Maxwell (também é chamada de
distribuicio Conway-Maxwell-Poisson).

» Proposta em um contexto de filas [1], essa distribuigdo generaliza a Poisson com a adigdo de
um parametro.

» Modifica a relagdo entre probabilidades consecutivas.

> Distribuicdo Poisson > Distribui¢cio COM-Poisson
P(Y=y—1) _y PY=y-1 _y"
P(Y=y) A P(Y=y) A
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Distribui¢ao COM-Poisson

Distribuigdo de probabilidades

Y Y/
PI'(Y:y | /\,1/) = W, em que Z()\,V) :];] (],!)U;e A > 0,1/ Z 0

Casos particulares
» Distribuicdo Poisson, quando v = 1
» Distribui¢do Bernoulli, quando v — oo

» Distribuicdo Geométrica, quandov =0, A <1
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Distribui¢ao COM-Poisson

COM-Poisson (A=5,v=1)

» Poissonv =1 = I
Bernoulli v — oo

Geométricav =0, A < 1 010 4 i
0.05 — i
0.00 - ' I 3

T T f ; ‘ ‘

0 2 2 6 8 10

y
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson

Distribui¢ao COM-Poisson

Poissonv =1
» Bernoulli v — o

Geométricav =0, A < 1

Walmes Zeviani, Eduardo Jr & Cesar Taconeli
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COM-Poisson (A =3, v =20)
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Distribui¢ao COM-Poisson

COM-Poisson (A=05,v =0)

0.5 -
D ica PR
Poisson v =1 0a N
Bernoulli v — oo
» Geométricav =0, A <1 0.3 -
0.2 -
0.1 -
0.0 l [} ] L
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
y
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson

P(Y=y)

—— COM-Poisson —— Poisson
0 5 10 15 20 25 30
| | | | | | | | | | | | | | | | |
A=136,v=04 A=8,v=1 A=915,v=25
0.20 -
0.15 -
0.10 -
0.00 - | h”ll.l.-................................. ...||| |||Illn........................ ...........ll.lll” ||||l.|l.|......-.. L
E[Y]: 3.0 E[Y]: 3.0 E[Y]: 8.0 E[Y]: 8.0 E[Y]: 15.0 E[Y]: 15.0
V[Y]: 3.0 V[Y]: 55 V[Y]: 8.0 V[Y]: 8.0 V[Y]: 15.0 VIY]: 6.1
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
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Assintocidade da fung¢ao Z

A=136,v=04 A=8,v=1 A=915,v=25
s
<
3
S g1 &7
N -
8 4 ™
v I —
@ o %
8 P
—
o
o | o g
o
T T T T T T T T T T T T g T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40
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Momentos da distribuicao

Nao tem expressao analitica, calculamos Aproximacgdo proposta por [3], boa
utilizando a defini¢do de média e variancia; aproximagdo parav < 1ouA > 10"
> EY)= )} v py) s E(Y) At oVt
y=0 2v
© 1
s V()= Yy p(y) — EX(Y) > Vi) & Z-E(Y)
y=0
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson
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Modelo de Regressaio COM-Poisson

» Incorporando covaridveis em A da forma A; = exp(X;f), em que X; é o vetor de covaridveis
do i-ésimo individuo e 8 o vetor de parametros.

Funcéo de verossimilhanca

n A
S 2 v) 7!
=M gy

1

Funcdo de log-verossimilhanca

() X -1
((B,v,y) =log (AF" v H%)

i
n n
= Zyi log(A;) — leog(

Zlog (A, v)
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Estudos de caso

Vignette compoisson.html
capdesfo : Numero de capulhos em algod&o sob efeito de desfolha (sub)
capmosca : Numero de capulhos em algodao sob exposigdo a mosca branca (sub)
ninfas : Numero de ninfas de mosca branca em plantas de soja (super)
soja : Ntmero de vagens, de grdos por planta (equi e super).
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Gamma-Count

6.3

Modelos Paramétricos Alternativos
Modelo Gamma-Count
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Modelos Paramét Iternativos Modelo Gamma-Count

€ 1985 American Statlslical Association Journat of Business & Econamic Statistics, Octobar 1985, Vol 13, No, 4

Duration Dependence and Dispersion
in Count-Data Models

Rainer WINKELMANN
Department of Economics, University of Canterbury, Ghristchurch, New Zealaind

Thlg artlcle sxplores tha ratation betwesn nonexpcrental waiting tmes between svents and the
distribuhon of the numbar of events in a fixed time intarval. It is shown that within this framework
the Irequanty observed phenomenon of overdispersion—that is, B variance thel excesds the
mean—s caused by a decreesing hazard function ol the waiting Imes, whareas an increasing
hazard function leads 1 undardkperaon. Uslng the assusmption of lid gamma-distributed waiting
fimes, a rew count-data medel is derived. Its uso is llustrated in two applications. the number
of birtha ana tha numbar of doctar consutations.

KEY WORDS: Gamma distribution; Megative binomial distribulion; Overdispersion; Paisson
process; Aenewal thesny,

[{ WINKELMANN, R.
Duration Dependence and Dispersion in Count-Data Models. Journal of Business &
Economic Statistics, v.13, n.4, p.467-474, 1995.
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il E e L
Durac¢ao dependéncia

» Considere um processo estocdstico definido pela sequéncia da v.a. 7;, intervalo de tempo entre
eventos.

» Se {11, Ty, . ..} sdo independentes e identicamente distribuidos, todos com densidade f(7),
esse processo é chamado de renewal process.

» Defina a variavel de contagem N como o nimero de eventos no intervalo [0, T).
» Defina ¢, = I ; T; 0 tempo até o n-ésimo evento.

» A distribuicdo de ¢, determina a distribui¢do de N7, mas é baseada em covolugao.
» Sdo distribui¢des fechadas para covolucdo: normal, Poisson, binomial e gama.

» Destas, apenas a gama € continua e positiva.
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il E e L
Durac¢ao dependéncia

» Denote E(7) = p, V(1) = 0> e CV(7) = 0/

» Defina A(7) = I f g:T()T) como a fungdo de risco e assuma que é mondétona.

» Existe relacdo entre o tipo de duragdo dependéncia e o coeficiente de varidncia

dA(t) = -

> >
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il E e L
Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

» Intervalos entre tempo T ~ Gama(x, 8),

f(r,0B) = % 1 exp{—pt),

<

~—

Nab
[
|

«
» Tempo até o n-ésimo evento

% =7+ -+ 7 ~ Gama(na,p),

Ful0,8,8) = fhus "1 -exp(~po),
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il E e L
Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

v

A distribui¢do acumulada do tempo até ¢, é

S exp{—pt} dt.

Fu(T) = Pro, <) = [ o

v

Seja [0, T) um intervalo e N7 a v.a. nimero de eventos neste intervalo.

» Segue que Nt < 7 se e somente se &, > T. Assim
Pr(Nr <n) =Pr(8, > T) =1—F,(T);
» Jaque Pr(Ny = n) = Pr(Ny < n+1) — Pr(Nr < n), entdo

Pr(Nt =n) = Fy(T) — Fyy1(T).
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il E e L
Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

» Portanto, distribuicdo de Nt é resultado da diferenca de acumuladas da distribuicio Gama,
pois

F,(T) = G(nua, BT) = / F’BM =1 exp{—pt} dt. (5)
> Assim

Pr(Nr =n) = G(na, BT) — G((n+ 1)a, BT)

- {/T %t"“‘l -exp{—pBt} dt}

n+1
(n+1)a71 . _
l/ I'((n+1) oc) exp{=pt} dt}
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Gamma-Count
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il E e L
Parametrizacao para modelo de regressao

» A média da varidvel aleatdria Nt é resultado de

e
o
=

i
o

E(N) =

I
™
o
=

I
-

1
e
Q

=
=
3

Il
—

» Para um T cada vez maior, tem-se que

N(T) ~ Normal (é ﬁ) .

o’ o?
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il E e L
Parametrizacao para modelo de regressao

» Considere que
g =exp{x'0} = B =waexp{x'0}.
Essa parametrizagdo produz um modelo de regressao para a média do tempo entre eventos
definida por

E(t]x) = % = exp{—x'0}.

» O modelo de regressdo é para o tempo entre eventos (7) e ndo diretamente para contagem
porque, a menos que & = 1, nao é certo que E(N;|x;) = [E(7|x;)] L.
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Funcao de log-verossimilhanca

Considerando uma amostra aleatéria y;,i = 1,2,...,n, a verossimilhanga é
n
L(y; e, B) = [ [ (G(yia, B) — G((yi + 1), B)) (6)

i=1

e a funcdo de log-verossimilhanga é

Uy, B) = Zln (vie, B) — G((yi + 1)a, B)) @)
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Ll e
Implementacdo da log-verossimilhanca

library(MRDCr)
llgent

## function(params, y, X, offset = NULL) {
#Hit # params: vetor de parametros;

it #  params[1]: parémetro de dispersado (alpha);
## #  params[-1]: parametro de locacdo (lambda);
## # y: variavel resposta (contagem);
## # X: matriz do modelo linear;
## # offset: tamanho do dominio onde y foi medido (exposicdo);
## e
## if (is.null(offset)) {
Hit offset <- 1L
## )
## alpha <- exp(params[1])
it eXb <- exp(X %*% params[-11])
ela A
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Estudos de caso

gamma_count.html

soja
capdesfo
nematoide

cambras

: Ntimero de vagens, de graos e de graos por vagem.

: Ntimero de capulhos produzidos em algodao.

: Nuimero de nematoides em raizes de linhagens de feijoeiro.
: Gols do Campeonato Brasileiro de 2010.
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Modelos com Efeitos Aleatérios

7

Modelos com Efeitos Aleatorios
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Modelos de efeito aleatorio

» Acomodam o efeito de termos aleatérios no modelo (ex: blocos, individuos).

» Podem representar estruturas hierarquicas de efeitos (ex: municipios > bairros > escolas >
salas).

» Podem acomodar superdispersdo com efeito aleatério ao nivel de observagao.
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A formulacao do modelo de efeito aleatério

> Seja b; o vetor g-dimensional, g > 1, de efeito do i-ésimo nivel de um fator categoérico.
> Seja Yj; o valor observado da j-amostra sob efeito de b; com o vetor linha de covaridveis Xj;.

» Considere que uma fun¢do monétona g da média de Y seja fungéo linear do vetor de
covaridveis X;j; e do vetor de efeitos aleatorios b;

g(uij) = mij = Xii + Z;b;. 8
> A distribuicdo condicional de Y;; em relagdo a b; é
Yij|bi ~ f(yijlbi, 0), ©)
em que f é uma fungdo densidade apropriada para Y e 8 C 8 o vetor de pardmetros dessa

distribuicéo.
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A formulacao do modelo de efeito aleatério

> Seja a distribuigdo do efeito aleatdrio b;

b; w Normal(0, D(«)). (10)
» A esperanca de Y marginal é
E(Yj) = pij, (11)
no qual « é o vetor de parametros presentes na especificagdo da covariancia dos efeitos

aleatorios.
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A formulacao do modelo de efeito aleatério

A funcgéo de verossimilhanca do modelo

i

L(B,a) = lﬁ L Ll}f(yi,» 0, b»] x f by, ) dbs. (12)
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A formulacao do modelo de efeito aleatério

O problema é
» Calcular a verossimilhanga requer avaliar a integral
» Pode ser em muitas dimensdes (g > 1,intercepto, inclinagao, etc)
» Efeitos podem ser multiplos, aninhados ou cruzados

» Para modelar superdispersdo com efeito ao nivel de observagao, tem-se que b; € bjj, ou seja, na
mesma dimensdo dos dos dados.
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Estudos de caso

misto.html
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Modelos com Efeitos Aleatérios
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